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Çàäà÷à �41.
Âûïîëíèë ñòóäåíò 412 ãðóïïû Çàöåïèí Àíäðåé.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: Ïóñòü W = {Wt, t ∈ [0;∞)} - ïðîöåññ áðîóíîâñêîãî

äâèæåíèÿ, τ = inf{s ≥ 0 : Ws = x}. Äîêàçàòü, ÷òî
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P{τx ≤ t} =
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2πt

3
2
e
−x2
2t , ∀ t > 0, ∀ x > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â ñëó÷àå áðîóíîâñêîãî äâèæå-
íèÿ ìû èìååì ïðîöåññ, ïðèðàùåíèÿ êîòîðîãî çà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîìå-
æóòêè âðåìåíè íåçàâèñèìû è èìåþò ñèììåòðè÷íîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ äèñïåðñèåé t. Òàê æå ó÷òåì, ÷òî òðàåêòîðèè ïðîöåññà íåïðåðûâíî
çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ïðè W (0) = 0 ñóùåñòâóåò ìîìåíò τx, â êîòîðûé ÷àñòèöà
âïåðâûå äîñòèãàåò óðîâíÿ x > 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Fx(t) = P{Tx ≤ t} çàìåòèì, ÷òî áðîóíîâñêîå äâèæåíèå - ïðîöåññ áåç ïî-
ñëåäåéñòâèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèðàùåíèå àáñöèññû W (t + τx)− x ìåæäó
ìîìåíòàìè âðåìåíè τx è τx + t íå çàâèñèò îò òå÷åíèÿ ïðîöåññà äî ìîìåíòà
τx. Äàëåå, ÷òîáû äîñòèãíóòü óðîâíÿ x + y > x, ÷àñòèöà äîëæíà äîñòèãíóòü
óðîâíÿ x, è ïîýòîìó âðåìÿ îæèäàíèÿ τx+y − τx äî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ x+ y
ïîñëå äîñòèæåíèÿ x íå çàâèñèò îò τx è èìååò ðàñïðåäåëåíèå, îäèíàêîâîå ñ
ðàñïðåäåëåíèåì τy. Èíûìè ñëîâàìè, Fx ∗ Fy = Fx+y. Òàê êàê âåðîÿòíîñòè
ïåðåõîäà çàâèñÿò ëèøü îò îòíîøåíèÿ x2

t (ó íàñ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé t), òî τx èìååò òîæå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî
è x2τ1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ τx îòëè÷àþòñÿ ëèøü ìàñøòàáíûì
ìíîæèòåëåì è, ñëåäîâàòåëüíî, óñòîé÷èâû ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòå-
ëåì α = 1

2 .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå, óñòîé÷èâîå ñ α = 1
2 , à ïîñëå ïîêàæåì,

÷òî èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ åãî ðàñïðåäåëåíèåì.
Êàê èçâåñòíî(ýòî ìîæíî ïîñìîòðåòü â Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ

âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Òîì 2. Ì.: Ìèð, 1967, ñòðàíèöà 216), ðàñ-
ïðåäåëåíèå

F (x) = 2
[
1− Φ

(
1√
x

)]
, x > 0, (1)

(Φ(x) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà) èìåþùåå ïëîòíîñòü:
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2 x, x > 0

(f(x) = 0, x < 0), ñòðîãî óñòîé÷èâî ñ íîðìèðóþùèìè ïîñòîÿííûìè cn = n2.

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ôàêòîì, òî íàì îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå 1 ñîâïàäàåò ñ èñêîìûì ðàñïðåäåëåíèåì τx. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-
åìñÿ ðàññóæäåíèåì, îñíîâàííîì íà ñîîáðàæåíèÿõ ñèììåòðèè. Â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè òðàåêòîðèé ñîáûòèå W (t) > x ìîæåò ïðîèçîéòè ëèøü â òîì
ñëó÷àå, êîãäà óðîâåíü x áûë ïåðåñå÷åí â íåêîòîðûé ìîìåíò τx < t. Åñëè
τx = T < t, òî W (T ) = x, è èç ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
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W (t)−W (T ) > 0 ðàâíà 1
2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

P{τx < t} = 2P{W (t) > x} = 2
[
1− Φ
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,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà ïðîäèôôåðåíöè-
ðóåì ïî t ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


